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RESUMEN

La Mecanica Analitica basa su estudio de
equilibrio y movimiento en dos escalares
fundamentales: energia cinética y funcion
trabajo (energia potencial). La suma de la
energia cinética y la energia potencial per-
manece constante durante el movimiento.
El principio de minima accion afirma que el
movimiento real en la naturaleza es aquel
movimiento particular para el cual la accion
asume su mas pequeno valor, siendo esta
ultima, el tiempo total que toma una par-
ticula en recorrer la trayectoria entre dos
puntos dados. Por otro lado, ante acciones
de tipo dinamico una estructura responde
modificando su configuracion alrededor
de una posicion de equilibrio estable. Estos
cambios de configuracion pueden alcanzar
grandes amplitudes incluso para valores pe-
quenos de la accion excitadora, pudiendo
conducir al colapso de la estructura. En el
presente trabajo se da una breve descrip-
cion del Calculo Variacional y las Ecuacio-
nes de Euler-Lagrange, asi como el Principio
de Hamilton. Se presentan algunos ejem-
plos del Formalismo Lagrangiano en la Me-
canica Clasica, para finalmente aplicarlo a
la obtencion de la Ecuacion fundamental de
la Dinamica Estructural.
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ABSTRACT

Analytical Mechanics bases its study of balance and
movement on two fundamental scalars: kinetic ener-
gy and work function (potential energy). The sum
of kinetic energy and the potential energy remains
constant during the movement. The principle of least
action states that the real movement in nature is that
particular movement for which the action assumes
its smallest values, which is the total time a particle
takes to travel the path between two given points.
On the other hand, before actions of dynamic type
a structure responds by modifying its configuration
around a position of stable equilibrium. These confi-
guration changes can reach large amplitudes even for
small values of the excitatory action, which can lead
to the collapse of the structure. In the present work
we give a brief description of the variational calculus
and the Euler-Lagrange equations, as well as the Ha-
milton Principle. Some examples of the lagrangian
formalism in Classical Mechanics are presented, to
finally apply it to obtain the Fundamental Equation of
Structural Dynamics.

Keywords: Structural Dynamics, Analytical Mecha-
nics, Variational Calculus, energy, work.

INTRODUCCION

En el aho de 1687, Isaac Newton en Inglaterra, pu-
blico las leyes del movimiento, sentando las bases
de la dinamica a través de un tratamiento vectorial.
Conociendo las fuerzas que actiian en una particu-
la a cada instante, se puede predecir el movimiento
que ésta efectuara en el tiempo. Es asi como inicia
la Mecanica Vectorial. Por otra parte, Leibniz, en
Alemania, dedujo ecuaciones similares pero desde
un tratamiento analitico. En lugar de considerar a las
fuerzas que son vectores, empled dos cantidades es-
calares fundamentales: la energia cinética y la fun-
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cion trabajo. Con ello surge la Mecanica Analitica.
Mientras que la forma vectorial necesita de al menos
3 ecuaciones para la trayectoria de una particula, la
forma escalar nada mas necesita de una, pues se vale
del supuesto que la suma de la energia cinética y po-
tencial permanece constante durante el movimiento.

Imaginemos una particula que se encuentra en
cierta posicion en cierto instante (P,t) la cual se
desplaza hasta otra posicion en otro instante (P, t).
Existen infinitas trayectorias entre ambos puntos, y el
tiempo tomado entre ambas posiciones es lo que se
[lama la accion. El principio de minima accion enun-
cia que existe entre todas las posibles trayectorias
una que minimice esta accion, la cual sera escogi-
da por la naturaleza. Euler y Lagrange hicieron este
descubrimiento en 1853. Sin embargo, si la energia
del sistema depende ademas de la posicion, también
del tiempo, el procedimiento varia, dando lugar a lo
que se conoce como el Principio de Hamilton. En
este caso, se considera que la diferencia de la energia
cinética y la energia potencial permanece constante.

Es asi como surge el Calculo Variacional; esta
nueva rama de las matematicas estudia las llamadas
variaciones entre funcionales (funciones de funcio-
nes), analogamente a las diferencias o incrementos
estudiados en el Calculo Diferencial. La herramienta
matematica se consolida disminuyendo en muchos
casos el tratamiento vectorial entre los vectores fuer-
za y momento. Las aplicaciones tienes mayores al-
cances que salen de la Mecanica Clasica y llegando
hasta nuevas areas de la Fisica Moderna.

ANTECEDENTES
Calculo variacional

Se llaman funcionales a las magnitudes variables cu-
yos valores se determinan mediante la eleccion de
una o de varias funciones. Al igual que en el calculo
de una variable, se pretende ahora hallas los valores
maximos o minimos, pero en este caso de los funcio-
nales. El calculo variacional estudia los métodos que
permiten obtener los valores maximos y minimos de
las funcionales (Elsgoltz, 1983). El calculo variacio-
nal se comenzo a desarrollar en 1696, considerando-
se a Euler como uno de sus fundadores.

Los problemas clasicos del calculo variacional
son los siguientes:
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Problema de la braquistrocrona. En este proble-
ma se exige determinar la linea que une dos puntos
dados A y B, que no pertenecen a una misma rec-
ta vertical, que posea la propiedad de que un punto
material se deslice por dicha linea desde el punto A
hasta el B en el menor tiempo posible. Tanto el pro-
blema como la solucion fueron dadas por I. Bernoulli
en 1696, siendo el resultado una curva llamada la
cicloide.
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Figura 1. La cicloide

Problema isoperimétrico. Se pide hallar una linea
cerrada de longitud dada | que delimite el area maxi-
ma S. Este problema cuya solucion es la circunferen-
cia fue resuelto por Euler.

Problema de las lineas geodeésicas. Se pide deter-
minar la linea de menor longitud que una dos puntos
dados en cierta superficie. La solucion son precisa-
mente las curvas [lamadas geodésicas, y fue dada por
Bernoulli, Euler y Lagrange.

Figura 2. Geodesica de una esfera.
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A continuacion introduciremos la terminolo-
gia del calculo variacional. La variable v se llama
funcional dependiente de la funcion y(x) y se de-
signa v=u[y(x)]. A la diferencia entre dos funciones
dy=y(x)-y_1 (x) se le llama incremento o variacion
dy del argumento y(x) de la funcional v=vly(x)l. Un
funcional se dice continuo para y=y_0 (x) en el senti-
do de proximidad de k-ésimo orden si para todo >0
existe un >0 tal que |v[y(x)]-vly, (x)]|<e para

[y —y'q(0] < 6

ly o — v < 8

La variacion de la funcional v[y(x)] es igual
a

a
S5 ?CO) + adyllamo.

Teorema. Si la funcional v[y(x)], que posee va-
riacion, alcanza su maximo o su minimo para y=y,
(x), siendo y, (x) un punto interior de la region de la
definicion de la funcional, entonces para y=y, (x) se
cumple que 3v=0 (Amazigo, 1988).

Ecuacion de Euler
Consideremos el funcional

vyl = f P,y (0, y' () dx

con F una funcion tres veces derivable. Aplican-
do el lema fundamental del calculo variacional se
tiene la llamada Ecuacion de Euler

oF d oF

dy dxoay’ -

Historicamente, podemos partir de la idea que la
naturaleza actia siempre de tal forma que determi-
nadas cantidades de importancia resultan siempre
minimizadas cuando tiene lugar un proceso fisico.
Hamilton lo enuncio de la siguiente manera:

Principio de Hamilton: De todas las trayectorias
posibles que puede seguir un sistema dinamico para
desplazarse de un punto a otro en un intervalo de
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tiempo determinado, la trayectoria verdaderamente
seguida es aquella que hace minima la integral tem-
poral de la diferencia entre las energias cinética y
potencial. Matematicamente

ta
S (T—-U)dt=0
ts
Ya que la energia cinética T depende de las ve-
locidades y la energia potencial U de la posicion, si
[lamamos L=T-U tenemos que

t
5| L(xy,x)dt=0

ty

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange ten-
dremos que

oL d oL
dx; dxox,

0, 1 =1,2,3.

Las cuales son las ecuaciones de movimiento de
Lagrange para la particula, siendo L la llamada fun-
cion de Lagrange o lagrangiana de la particula.

Aplicaciones a la mecanica clasica
El formalismo lagrangiano se puede aplicar a las
leyes de Newton, como se puede observar en los
siguientes ejemplos: el péndulo simple, el péndulo
doble y el péndulo movil.
Los respectivos lagrangianos de doble péndulo y
del péndulo movil son

L=T-U= lml(zlél)2 + %mg[zféf + 862 + 21, 1,6,6, cos(6, — 6,)] —

2
—mygl (1 — cos6) — mag[li(1 — cosfy) + lo(1 — cosby))

- T-U
1 .92 1 .92 22 . A 1 2
= EMx' + §m(t' +1°6° + 2l cos 66) — mgl(1 — cosf) — Elw'
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El lagrangiano L del sistema es

L=T-U= %nl(lé)? — mgl(1l — cos 0)

Xz
%
o

aemmmte
\

J wa

Figura 4. Péndulo simple, péndulo doble y péndulo movil (Landau, 1970).

METODOLOGIA Y RESULTADOS

Cuando las estructuras se someten a cargas o a des-
plazamientos ofrecen un comportamiento dinamico
(Malaktar, 2003). Las fuerzas que actlan sobre éstas
son iguales a la masa por la aceleracion, de acuer-
do a la segunda ley de Newton. Mas auin, todas las
estructuras reales, tienen potencialmente un numero
infinito de desplazamientos, por lo que los modelos
matematicos actuales, basados en elementos fini-
tos, estan encaminados a proporcionar un esquema
computarizado con un numero finito pero grande de

F

masas y un numero finito correspondiente de despla-
zamientos nodales, que simule el comportamiento
real de la estructura. La masa total de la estructura
se distribuye en los nodos en pequehas masas (véase
Figura). En el caso de estructuras elasticas lineales, se
puede conocer con un alto grado de confianza, sus
caracteristicas de rigidez (Pérignon, 2004). Por otro
lado, las cargas dinamicas, las propiedades intrinse-
cas de disipacion de energia y condiciones de fron-
tera en diversas estructuras, representan magnitudes
dificiles de estimar (por ejemplo, cuando considera-
mos las cargas asociadas al viento, o el caso de un
movimiento sismico) (Hutton, 1981).

TIrIre

Figura 5. Discretizacion de una viga
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Sin embargo, se han desarrollado esquemas que
permiten modelar con bastante aproximacion la di-
namica de muchas estructuras a traves del siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales lineales de se-
gundo orden:

My (t) + Cy(t) + Ky(t) = F(t)

donde el vector columna y representa las coor-
denadas generalizadas y1,...,yn usadas en la descrip-
cion del movimiento de la estructura; M es la matriz
de masa, C la matriz de amortigiamiento y K la ma-
triz de rigidez. Las dimensiones de estas tres Gltimas
matrices es nxn , donde n representa el nimero de
grados de libertad del sistema. El vector dependiente
del tiempot, representa las fuerzas generalizadas que
actlian sobre la estructura f, (t),...,f (). Los elementos
de las matrices M, C, K son constantes, formadas por
entradas reales. Con lo que respecta ay y a F, éstas
son funciones vectoriales t—y(t)eR"t—>F(t)eR", que
en el caso especifico de y(t), representa la solucion
de la ecuacioin matricial (1), por lo que es una fun-
cion de clase C2.

El resto de la seccion nos avocaremos a obtener
la ecuacion (1), haciendo uso para ello de la dinami-
ca lagrangiana.

Supondremos que las ecuaciones que ligan las
coordenadas generalizadas y las coordenas rectan-
gulares no contienen explicitamente al tiempo, o sea,

Xq,i(¥i): 0¥ =Y (xa,i)
Entonces, la energia cinética sera una funcion de
segundo grado y homogeénea de las velocidades ge-
neralizadas

T=2
2

=1 =1 M0V, 2)

con m. funciones de las coordenadas generaliza-
das y.. Sin .embargo, un desarrollo local T alrededor
del punto de equilibrio que desdene los téerminos su-
periores al cuadratico impondra necesariamente que
m, se puede considerar un término constante y simé-
trico (Goldstein, 1963)

m=m.

Otro hecho importante de observar es que la

energia cinética T>0 a menos que las velocidades
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generalizadas sean todas nulas lo que implicaria en
este caso que T = 0. Esta propiedad se expresa di-
ciendo que la forma cuadratica (de las velocidades
generalizadas) T es definida positiva, o equivalen-
temente que la matriz M=[m | asociada a la forma
cuadratica T es definida positiva.

Las estructuras al vibrar, pueden disipar y/o alma-
cenar energia por diversos medios. La energia debida
al movimiento es descrita por la energia cinética. Por
otro lado las estructuras pueden almacenar energia
por medio de las fuerzas elasticas, las cuales en mu-
chos casos, podemos expresarlas a través de un po-
tencial escalar V=V(y,,...,y ), funcion tnicamente de
las coordenadas generalizadas.

Desde el punto de la Fisica, la disipacion de
energia pueden ser de dos tipos: friccion coulom-
biana y amortiguamiento viscoso, siendo éste Gltimo
el caso de la dinamica estructural. La disipacion por
fuerzas de amortiguamiento viscoso se expresa por
la funcion de disipacion de Rayleigh, la cual es una
forma cuadratica de las velocidades generalizadas de
la forma

1 g
T = ;Z?:l Z?:l Cijyly] (3)

donde ¢, son los coeficientes de amortiguamien-
to, que en la mayoria de los casos, resultan ser ter-
minos constantes y simétricos (cijzcji). Las fuerzas
generalizadas F(t), las cuales no caen en ninguna de
las categorias elasticas o de amortiguamiento, son
obtenidas por la expresion del trabajo virtual

W = i, fi6y: (4)

Recordemos que las fuerzas generalizadas pue-
den ser funciones del tiempo y no necesariamente
funciones de los desplazamientos y/o las velocidades
generalizadas.

La lagrangiana del sistema resulta ser

L = T-V
: 1

= 2 ?=lz?=1mijyl};]_V(yl;"';y".) (5)

De esta Gltima formula notemos que L es funcion
de 2n variables formadas por las posiciones y veloci-
dades generalizadas

L= L(yll Y yll "',Yn)-
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Ademas, las ecuaciones de movimiento se obtie-
nes de las ecuaciones de Lagrange

ayl) a; 63’1 =/fi vi=1lon (6)

De la ecuacion (6), se obtienen n ecuaciones dife-
renciales ordinarias de segundo orden, no-homoge-
neas y no-lineales. Queremos establecer la ecuacion
matricial (1). Para ello haremos lo que frecuentemen-
te se hace en estos casos, y consiste en linealizar al-
rededor de un punto o posicion de equilibrio estable.
En los puntos de equilibrio se anulan todas las fuer-
zas generalizadas que actlian en &l, y en este caso las
velocidades generalizadas valen cero, por lo que el
sistema seguira en equilibrio indefinidamente.

Una posicion de equilibrio se dice estable, cuan-
do una pequeha perturbacion del sistema respecto al
equilibrio solo de lugar a un pequeho movimiento
limitado en torno a la posicion del reposo. Matema-
ticamente, esto equivale a decir que en los puntos
de equilibrio, el potencial V es minimo. Para ello,
supongamos que se perturba el sistema (en este caso,
la estructura), respecto al equilibrio, por medio de un
aumento dE de energia por encima de la energia de
equilibrio. Si V es un minimo en el equilibrio, cual-
quier desviacion respecto a esta posicion dara lugar a
un aumento de la energia potencial V. En virtud de la
conservacion de la energia, las velocidades deberan
disminuir, por lo que el sistema se movera alrededor
del punto de equilibrio y asi el movimiento sera li-
mitado.

Por esta razon, los puntos de equilibrio estable se
caracterizan por satisfacer las ecuaciones (Goldstein,
1963):

oV

0O vi=1,---,n
> ~ @)
y, = 0 Vi=1,---,n

Puesto que aqui estamos considerando puntos de
equilibrio estable del sistema, luego estamos hablan-
do equivalentemente de puntos

Yo = (.‘yOlr e ,YOn;J’(;l. “'1y0‘11)

donde el potencial V alcanza su minimo. Sin pér-
dida de generalidad, a través de una traslacion, dicho
punto de equilibrio estable sera el punto 0eR>, es
decir
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Y,=0

Trayendo un teorema del calculo de varias varia-
bles (Bartle, 1980), tenemos el siguiente hecho:

Si el potencial V tiene un minimo relativo en el
punto y,, entonces necesariamente la siguiente ma-
triz es semidefinida positiva en el punto y, (Ecuacion

8)):

2V 2V 2V
Oy10y1 2o Oy19y2 vo Oy10yn vo

82V 92v 92V (8)
9y20u1 |, 9202 |, 9y20yn |,

a2V 92v 2v
O9ynOy1 2o OynOy2 y OynOyn v

Esto sera un hecho fundamental, pues en el caso
que estamos desarrollando, dicha matriz sera ni mas
ni menos que la matriz de rigidez K de la estructura,
por lo que sabemos desde ahora que K es semidefini-
da positiva, es decir, cumple que Y' KY>0 para todo
vector Y=0, con Y! la matriz transpuesta.

En el modelo planteado estamos considerando
que la estructura se comporta “localmente”, es decir,
toda su dinamica se desarrolla alrededor del o los
puntos de equilibrio estable. Matematicamente esto
equivale a que podemos realizar un desarrollo local
de Taylor del lagrangiano (5) (en una vecindad) alre-
dedor del punto de equilibrio, removiendo aquellos
terminos de mayor orden que el cuadratico (Ecua-
cion (9)

4

L(zo) + Z ((‘a?_j)l vt (8y,)| Y+ 2 Z Z (0y.0y1)| Yils

Y 9
+ 2zz(ayay)| yiy; + QZZ(ayay] Uiy 9)

donde y°=(y,,,...Y, (Yo, /) - (y*)=0 es el punto de
equilibrio alrededor del cual se esta haciendo el de-
sarrollo local de Taylor.

Notemos que de (7), las velocidades
generalizadas,(y,,,) ...,(y,, ) son todas cero, por el su-
puesto hecho de arriba, con lo cual y =

Ahora bien, como la energia cinética T esta dada
por la relacion (2), luego no contiene términos linea-
les ni constantes en las velocidades generalizadas,
asi

2T

84y: 995 = My

Yo
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También de la ecuacion (7),

or 1

ay,-yo—i

n . I
doiamiyi| =0
Yo

Como T no depende de las posiciones generali-
zadas, entonces sus derivadas parciales con respecto
a ellas son cero.

Por otro lado tomando en cuenta que la energia
potencial tiene un extremo en los puntos de equili-
brio, se tiene que

oV -0
Oyi |y,

Puesto que V no depende de las velocidades ge-
neralizadas, las derivadas parciales de V respecto a
ellas son cero. De todo lo anterior se sigue el sistema
(10

0L| _ T —-V) :5T| _DVl -0
i lw Oy; Yo 27 9y lw ’
oL NT -V or oV

PL i _ oo g

9yi0Y; lw 9y; Oy;

L |- PT V) _ T | &V | &V
ayia.l/j Yo ayiayj Yo Oy;é)yj Yo ayiayj Yo ayiayj

o°L _@@-vy _ &T ) &V,
9Y:9y; lwo 9y:0y; v OYiOy;lve  OYiOY;lye Y

Otro tanto pasa si definimos las constantes

9V |
y=vo al,ljau, y=yo

o’V
R = ki = Byay;

Vi=1,...,n; estas constantes definen las entradas
de la matriz simétrica nxn K=k, | llamada la matriz
de rigidez. De hecho, por el teorema mencionado
anteriormente, esta matriz es semidefinida positiva.

En definitiva, los valores encontrados en (10) nos
dicen que el desarrollo local del lagrangiano en (9)
alrededor del punto de equilibrio estable es:

L= %szz’jyiy} - %szijyiyj~ (1mn

i=1 j=1 i=1 j=1
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Yo

donde L(y,) es una constante que podemos des-
preciar.

Antes de continuar con la deduccion de la ecua-
cion (1), cabe resaltar la existencia de otra matriz
simétrica nxn formada por los coeficientes c_ij de
la funcion de Rayleigh (3), C=/c/, llamada la matriz
de amortiguamiento. De hecho, note que los coefi-
cientes de la funcion de Rayleigh admiten la relacion
C;=C;y de donde

_ _9*F
9Yy; 9y

_9*F
9Y; 0Y;

Y=yo0 Y=y0

Recapitulando, la energia cinética dada por la
formula cuadratica (2), define la matriz simétrica de-
finida positiva de masa, y la funcion de disipacion
de Rayleigh (3) define la matriz simétrica de amorti-
guamiento. En cuanto a la matriz de rigidez K, ésta
proviene de la energia potencial V.

Finalmente, tomando en cuenta la expresion de
la lagrangiana en una segunda aproximacion, dada
por la ecuacion (11), la ecuacion de Euler-Lagrange
(6) deviene en el conjunto de n ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de segundo grado:

Z?:l(mijj’} + ¢y, + kijyi) = fi (12)
que en notacion matricial equivale a la ecuacion
matricial (1)

Myji(t) + Cy(t) + Ky(t) = F(t)

Una vez mas hacemos énfasis en el hecho de
que las matrices son reales y simétricas. Ademas la
matriz K es semidefinida positiva.
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CONCLUSIONES

El principio de Hamilton no nos proporciona teoria
fisica nueva alguna, pero nos permite unificar satis-
factoriamente muchas teorias separadas, partiendo
de un postulado fundamental sencillo. El objetivo
de la fisica no es Unicamente dar una formulacion
matematica precisa para los fenomenos observados,
sino también describir sus efectos con ahorro de pos-
tulados fundamentales y de la manera mas unificada
posible. Dentro de ello, el Principio de Hamilton, el
cual nos proporciona las ecuaciones de Lagrange,
constituye uno de los mas elegantes y de mayor al-
cance de la fisica.

Para poder evitar algunas complicaciones que se
presentan en los tratamientos newtonianos, existen
otros procedimientos, como el explicado anterior-
mente y aplicado a las ecuaciones del analisis estruc-
tural. Las ecuaciones de Lagrange describen correc-
tamente a las ecuaciones planteadas por Newton,
dando otro tipo de herramienta matematica. Con el
paso del tiempo, antes nuevos modelos fisicos, sur-
gian nuevos inconvenientes, y por lo tanto, una nue-
va herramienta matematica para su descripcion. El
principio variacional, surge como una extension al
calculo, describiendo fenomenos ya conocidos y ex-
plicando algunos nuevos. El formalismo lagrangiano
complementa al ya dado por Newton; la mecanica
analitica aborda fenomenos como la electrodina-
mica, teoria cuantica de campos, mecanica de flui-
dos y la misma mecanica clasica, simplificando las
ecuaciones diferenciales que se plantean. El hecho
de que la energia se mantenga constante en un siste-
ma, es la base fundamental de la mecanica analitica,
pero para sistemas no conservativos, esto se vuelve
ahora una limitante.

Herramientas matematicas conocidas como el
calculo de varias variables y el algebra lineal, per-
miten con la ayuda de la mecanica analitica poder
modelar sistemas en vibracion con pequehas oscila-
ciones, como son las estructuras que se presentan en
la dinamica estructural. El formalismo lagrangiano
proyecta aqui, su practicidad y pone en marcha el
poder modelar en otra forma algo que ya se sabia
desde antes.

INGENIERIA

REFERENCIAS

Amazigo, J. C. and Rubenfeld, L. A. (1988). Calculo avanzado.
Mc Graw-Hill.

Bartle, R. G. (1980). Elements of real analysis. John Wiley and
Son.

Elsgoltz, L. (1983). Ecuaciones diferenciales y calculo variacio-
nal. Editorial Mir Mosc.

Fowles, G. R. (1962). Analytical Mechanics. Holt, New York.

Goldstein, H. (1963). Classical Mechanics. Ed. Aguilar, Madrid,
Espana.

Hutton, D. V. (1981). Applied Mechanical Vibrations. McGraw-
Hill Inc., United States of America.

Landau, L. D. and Lifshitz, E. M. (1970). Mecanica. Ed. Reverté.

Malaktar, P. (2003). Nonlinear Vibrations of Cantiliver Beams
and Plates. PhD thesis, Faculty of the Virginia Polytech-
nic Institute and State University, USA.

Perignon, F. (2004). Vibrations forcées de estructures minces,
élastiques, non linéaires. Phd thesis, Université de la Me-
ditarreneé, Aix-Marseille II.

Num 42, Agosto 2018



