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RESUMEN

En este ensayo se analiza la formacion de las
ciencias, el caso particular de las matemati-
cas, bajo el contexto historico y epistemolo-
gico con el fin de determinar los paradigmas
que se encuentran implicitos en el desarrollo
conceptual del Calculo Integral, para que al
caracterizarlos dentro del contexto apropia-
do, se pueda analizar la forma en que re-
percuten para la formacion de las primeras
ideas del calculo y su proceso didactico, lo
anterior probablemente permita conocer si
existe obstaculos epistemologicos y porqué
impiden alcanzar un aprendizaje efectivo.
Palabras clave: Historia, Epistemologia, Cal-
culo Integral, Cognicion.

ABSTRACT

This essay analyzes the formation of scien-
ces, the particular case of mathematics, un-
der the historical and epistemological con-
text in order to determine the paradigms that
are implicit in the conceptual development
of Integral Calculus, so that by characteri-
zing them within the context Appropriate,
it is possible to analyze the way in which
they affect the formation of the first ideas of
the calculation and its didactic process, this
probably allows to know if there are episte-
mological obstacles and why they prevent
achieving an effective learning.
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INTROCUCCION

Al tener un conjunto de conocimientos sobre los con-
ceptos e ideas que han surgido de una ciencia o una
técnica, se puede identificar si hay elementos que no
son parte de la formalizacion pero que inciden en el
entendimiento general, teniendo como elemento el
entorno y el lugar historico, lo cual genera diversas
tematicas y perspectivas de analisis, que pueden con-
tener una implicacion didactica.

Existen diversos procesos de elaboracion vy trans-
formacion de las teorias y el conocimiento (D’Amore,
2002), en las que se puedan analizar la génesis his-
torica y epistemologica a fin de establecer una cone-
xion entre diversos elementos, principios e hipotesis
conceptuales, al conocer la forma y el entorno en que
se desarrollan. De este analisis se puede encontrar el
conjunto de conceptos que sean comunes dentro de
una representacion logica y ordenada, de manera que
sea posible obtener repercusiones educativas.

Para desarrollar esta construccion objetiva se pue-
de usar a las matematicas, por ser la ciencia en la que
a través de un proceso cuantitativo de la realidad se
conduce al establecimiento de un lenguaje comin,
involucrando ideas desarrolladas dentro de una es-
tructura que representan relaciones de tipo logico y
verdadero.

Para desarrollar el lenguaje cientifico, las matema-
ticas necesitan de una vision y una perspectiva que
permitan manejar el panorama en forma general. A
manera de comparacion seria el observar un valle
desde la perspectiva de una montaha, debe existir la
capacidad de desarrollar el camino que conduzca a
puntos especificos del valle, que en muchos casos se-
ran de naturaleza muy particular.

Al tener que desarrollar diversos caminos se foca-
liza la atencion en ciertas regiones o areas, lo que im-
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plica la especializacion para descubrir los recovecos
de los conocimientos y por lo tanto la necesidad de
explicarlos con el uso del lenguaje cada vez mas es-
pecializado y abstracto. Asi los conceptos seran idea-
lizados de manera que se tengan que definir algunos
elementos matematicos, como por ejemplo, el punto,
la linea o el area.

Los principios basicos de las matematicas estan
en consonancia con la representacion abstracta de la
realidad, en una dualidad de interpretar y formalizar.
Para la interpretacion se utilizan recursos como la for-
macion de las relaciones conceptuales en téerminos de
elementos basicos, simbolos y su composicion.

Al formalizar los elementos basicos de las mate-
maticas esta se desarrolla con relaciones en forma de
axiomas, postulados, teoremas, usados para construir
el andamiaje de las matematicas.

Las conclusiones del saber matematico se repre-
sentan como componentes que integran el gran edifi-
cio de las matematicas que se construye de diferentes
entidades, y que desarrollan, el numero, la cantidad,
la forma, la dimension, cambio, movimiento, incerti-
dumbre y la aleatoriedad.

Para realizar el analisis de estos temas es necesario
segin D’Amore (2008), definir una perspectiva del
entendimiento historico que permita acercarse critica-
mente a los principios, las hipotesis, las conclusiones
en términos de definir el valor y su objetividad, con
el fin de conocer las teorias y leyes para entender el
crecimiento del conocimiento cientifico y su interrela-
cion con el mundo social y economico.

En el analisis de estas interrelaciones, se puede
aplicar la epistemologia, que se considera como una
disciplina avocada al estudio del saber cientifico, sin
considerarse una filosofia de la ciencia, ni una gno-
seologia que considere a la teoria del conocimiento.
La epistemologia estudia los principios, las hipotesis y
las conclusiones a las que llegan diversas ciencias con
el proposito de establecer la objetividad y la veracidad
el conocimiento en forma critica.

DESARROLLO DEL ANALISIS

Las ideas fundamentales del calculo diferencial e in-
tegral consisten en variacion y acumulacion (Imaz
y Moreno, 2010); en el caso del calculo integral, la
génesis del concepto de acumulacion se encuentra
inicialmente en la explicacion del cosmos por Dé-
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mocrito (460-370 a. C), en Ruiz (2003), para éste fi-
losofo el universo se encuentra formado por elemen-
tos fundamentales de caracter inseparable que Ilamo
atomos, palabra que significa justamente inseparable
y son eternos, indestructibles e indivisibles. La inmu-
tabilidad de los atomos radica en su solidez, lo que
permite que no exista el vacio dentro del atomo, la
combinacion de atomos y el vacio define la naturale-
za de la materia.

Asi, los problemas matematicos, que interesan
a Democrito son de caracter diminuto, por su vison
atomica, &l mismo representaba a un solido como la
suma de un numero infinito de capas planas paralelas
unas a otras, muy delgadas y proximas. Esta idea le
permitio calcular que el volumen de una piramide es
un tercio del volumen de un prisma que tiene la mis-
ma base y la misma altura

De igual, manera, con referencia a Ruiz (2003),
Eudoxo de Cnido (390-337 a. C) aplico el método
exhaustivo para hallar el volumen de una piramide,
que consiste en expandir sucesivamente areas cono-
cidas, como puede ser, el inscribir poligonos regulares
en una circunferencia de radio unitario, hasta que se
agoten los poligonos y que quede “xhausta”, es decir
que se confundan con el circulo.

Las ideas matematicas anteriores, Pickover (2009),
fueron desarrolladas de manera sobresaliente por Ar-
quimedes de Siracusa (287-212 a. C.), las cuales que-
daron plasmadas en su obra llamada el Método. En
esta obra, aparece la exhaustividad, que se basa en
la aplicacion de la Geometria y la Mecanica, y que
basicamente consiste en considerar el peso del soli-
do formado por elementos infinitesimales y lograr el
equilibrio.

De esta forma llegd a encontrar diversos resulta-
dos, entre los que sobresale la determinacion de volu-
menes de segmentos esféricos, segmentos parabolicos
y solidos de revolucion. Como aspectos importantes
que aparecen en las obras de Arquimedes, estan la
necesidad de evitar el uso del infinito, y que al apli-
car la exhaustividad, es necesario conocer el resultado
antes, lo que de manera indirecta conduce a la com-
probacion, estableciendo asi la heuristica y el razona-
miento del descubrimiento y la demostracion.

De manera que la tension conceptual en la cien-
cia griega se produjo cuando se discute lo discreto y
lo continuo, pues se consideraba que los numeros y
las lineas pertenecian a estratos conceptuales distintos
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al estudio de la aritmética y la geometria, donde el
numero, esta asociado a la abstraccion, al mundo ma-
terial, y solo puede aplicarse al estudio de colecciones
discretas, por lo que no hay asociacion de continui-
dad relacionada al numero.

Por el contrario, cuando se utilizan las proporcio-
nes o razones para expresar conceptos relacionados,
la unidad ocupa un lugar privilegiado, de esta manera
se evita la existencia de elementos infinitesimales lo
que permitan resolver paradojas, como la de Zenon,
en donde los nimeros son considerados como pro-
porciones numeéricas exactas, sin una correlacion en
todos los casos con longitudes.

DISCUSION

Se puede considerar que el desarrollo historico-con-
ceptual del Calculo integral, pasa por tres periodos o
momentos fundamentales: la etapa griega (G), la etapa
del renacimiento-ilustracion (RI) y la etapa decimono-
nica (D).

Para caracterizar estos periodos del desarrollo ma-
tematico del calculo, en los que se producen proble-
mas Yy soluciones dentro de un grupo o comunidad
intelectual de cientificos, es necesario el uso del con-
cepto de paradigma.

Este fue propuesto por Kuhn en: La estructura de
las revoluciones cientificas, donde es representado en
forma polisemica, esto es, con diferentes significados.
Posteriormente, el paradigma quedo definido por las
creencias, las generalizaciones, los valores, las técni-
cas, los tipos de problemas por investigar, las solucio-
nes tipicas, entre otros aspectos en torno a los cuales
un grupo de cientificos de determinada disciplina
participan y desarrollan la produccion de sus cono-
cimientos.

Al igual que en la filosofia de las ciencias se han
propuesto diversas tipologias epistemologicas, acerca
de la construccion, la evolucion y el desarrollo del co-
nocimiento. Entre ellos sobresalen el falsacionismo de
Popper y los programas de investigacion de Lakatos,
caracterizados por una tradicion racionalista, en la
que se considera que la ciencia avanza dependiendo
de factores o criterios endogenos de la disciplina cien-
tifica, en contraste con el concepto de paradigma que
toma en cuenta los factores sociologicos y psicologi-
cos de los avances o cambios cientificos.

En consecuencia, segin Hernandez (1998), los
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paradigmas tienen cinco componentes que los defi-
nen: 1.-Problemas de investigacion 2.- Fundamentos
epistemologicos 3.- Supuestos teodricos 4.- Propuestas
metodologicas y 5.- Proyecciones de aplicacion.

Como ya se menciond, se consideran tres los
paradigmas del proceso de desarrollo historico del
Calculo integral, estos estan constituidos por el pa-
radigma griego, el del renacimiento-ilustracion, y el
decimononico. Asi se pueden examinar los compo-
nentes de los paradigmas el conocimiento del calculo
de la siguiente manera:

1° El caso griego, que considera que el problema
de investigacion es hallar areas o volimenes de
solidos geométricos, lo que se fundamenta en el
materialismo desarrollado por Democrito, bajo
un supuesto de existencia de la inmutabilidad
atomica, y que permite desarrollar alternativas de
solucion usando la exhaustividad.

2° El paradigma del renacimiento-ilustracion, tie-
ne como problema de investigacion la relacion
acumulacion-variacion, que se manifiesta en el
desarrollo de los infinitesimos conceptualizados
por S. Stevin (1548 - 1620), con la teoria de la
fusion del nimero con el continuo, lo que permite
establecer propuestas metodologicas del limite, y
analizar diversas situaciones cientificas y técnicas
como las relacionadas con los fluidos y los gases.

3° El caso del paradigma decimononico de la inte-
gral, en el que aparece la necesidad de formali-
zar el concepto de limite mediante el paso de la
argumentacion geométrica a la aritmética y que
tiene como fundamentos el analisis aritmético,
bajo un supuesto teorico de establecer un nime-
ro racional independiente del limite y el analisis
de sucesiones, que conducen a la definicion del
limite &- 3, lo que llevara a una formalizacion del
calculo en la solucion de problemas cientificos.

Lopez (1990) sehala que categorizar los paradig-
mas, permite establecer una comparacion con el pro-
ceso cognitivo de aprendizaje de los estudiantes, so-
bre todo con las personas que aprenden por primera
vez el Calculo integral.

El paradigma desarrollado en Grecia, se aplica
conceptualmente en los estudiantes actuales, identi-
ficando a la integral como la suma de un conjunto
de capas paralelas que forman el volumen de un so-
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lido, de tal manera que integran la forma volumeétrica
del cuerpo como una estructura total, semejante a la
conceptualizacion vigente desde Arquimedes hasta
Wallis (Prabhu y Czarnocha, citado por Crisostomo,
2012).

Puede visualizarse la existencia de un obstaculo al
considerar a la integral definida en la forma del limite
de una suma, pues la imagen formada conceptual-
mente corresponde a la idea del area bajo la curva,
desarrollada bajo la consideracion de la exhaustividad
denotada por Arquimedes.

Cordero (2005), observa que en los procesos de
didactica para desarrollar el calculo integral, se debe
poner de manifiesto, el énfasis en el estudio de la
integral desde el punto de vista de la acumulacion
como nocion fundamental y evitar la formalizacion,
que conduce al desarrollo de la suma de Riemann. El
mismo autor considera en forma general, que se debe
poner un acento muy fuerte en la variacion continua,
asi como en la nocion de acumulacion y no en los
conceptos de derivacion o la suma antes mencionada.

En un analisis, Czarnocha, Dubinsky, Loch, Pra-
bhu y Vidakovic (citado por Crisostomo, 2012), plan-
tean la existencia de un pensamiento atomico de la
estructura que forma al espacio, misma que se pone
de manifiesto al estudiar la comprension de la integral
en los estudiantes, pues en el proceso de construccion
de sus respuestas, siempre consideran la idea de los
indivisibles, al estilo que utilizaba Cavalieri, como
un elemento fundamental del proceso intuitivo de la
construccion de las ideas para analizar el area bajo la
curva, que se genera de un objeto de forma irregular.

El uso de las sumas de Riemann quedo fuera de
las expectativas de solucion de las integrales definidas,
pues al parecer nunca se representd como un elemen-
to de la solucion espontanea, en el proceso de definir
una respuesta.

Es importante sehalar que durante la formacion
historica del calculo, se tuvo que apelar al sentido
comin de lo que pudiera llamarse “situaciones pro-
blema”, en las que se presenta el reto de hallar el vo-
lumen de un solido o el area de una superficie, y que
caracterizaron el periodo inicial de la formacion del
concepto de integral. El cual tuvo su desarrollo duran-
te el periodo Helénico.

Lo anterior permite considerar que el proceso de
construccion del conocimiento no es lineal, sino que
se enfrenta a varios obstaculos en su formacion, que
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pudieran llamarse obstaculos epistemologicos.

Esta formacion conceptual que se produce en for-
ma espontanea, es manifestada en forma significativa
bajo la idea de lo que Reis (2001), llama “una tension
entre el rigor y la intuicion”, que observo en los profe-
sores de matematicas durante una investigacion cen-
trada en el uso de manuales didacticos y entrevistas
estructuradas.

Situacion que conduce a analizar propuestas
didacticas que permitan hacer fluir la formacion de
ideas iniciales, de forma intuitiva seglin su desarro-
llo historico, similar a la propuesta de Wenzelburger
(citado por Crisostomo, 2012), que propone seguir la
génesis historica del calculo para desarrollar un acer-
camiento que se base en la intuicion de los cambios,
usando aplicaciones, en las que se desarrollen los ele-
mentos basicos de la construccion geométrica de la
integral, como el area y el volumen.

Bajo la perspectiva de Turégano (citado por Cri-
sostomo, 2012), el bajo rendimiento de los estudian-
tes universitarios y de bachillerato, en el calculo tiene
tres vertientes fundamentales, definidos por los planos
psicologicos, didactico y epistemologico.

En otro analisis Turégano (1998), llega a la conclu-
sion que la revision de la formacion historica debe ser
fundamental para la comprension del calculo de ma-
nera que debe existir preferentemente un desarrollo en
la secuenciacion de los contenidos y la formacion de
los conceptos, en menoscabo del orden logico, cuan-
do se desarrolla el establecimiento de la seriacion de
los contenidos, a fin de que se logre una formacion de
los conceptos por la solucion de problemas en los que
se involucren el desarrollo historico del calculo.

El autor anterior propone la secuenciacion curri-
cular para iniciar el curso del calculo, por el estudio
de la integral definida, en términos de la formacion
auténtica del calculo, con una total independencia de
los conceptos de limite y de la diferencial, usando el
contexto de la solucion de problemas en los que se
presenten la exhaustividad Arquimédica y los indivisi-
bles de Cavalieri.

Para llegar a estas conclusiones considerd dos eta-
pas en la formacion en los estudiantes, en la primera,
se dirigio hacia el desarrollo de un modelo matemati-
co en terminos de la integral definida y la siguiente fue
el estudio de las imagenes conceptuales de la integral
definida después de una etapa de aprendizaje del mo-
delo desarrollado.
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Sin embargo, una aproximacion a la didactica del
paradigma basado en el calculo decimononico, en
donde el rigor de la formalizacion es elemento fun-
damental, se puede encontrar en el uso de las tecno-
logias de la informacion y la comunicacion, como
lo considera seminalmente, la investigacion de Scu-
cuglia (2006), en la que manifiesta que la formacion
conceptual de la suma de Riemamm y de la integral,
que se relacionan con el Teorema fundamental el cal-
culo, se logra desarrollar en forma de demostracion,
por medio de la intuicion y las notaciones que simpli-
fiquen la idea. Esto es el paso al rigor axiomatico, que
se produce después de discusiones de los procesos
relacionados con la deduccion, y la aplicacion formal
de la simbologia y que se realiza posteriormente al uso
de la calculadora que grafica en forma experimental
para el desarrollo del pensamiento en estudiantes de
calculo en el nivel universitario.

CONCLUSIONES

El categorizar el desarrollo historico del calculo a
traves de tres paradigmas fundamentales permite
identificar elementos nodales en el proceso de cons-
truccion conceptual de la integral, las tres ideas: la
exhaustividad, los indivisibles y el limite.

La exhaustividad se desarrollo con elementos
fundamentales de la intuicion cotidiana, a partir del
atomismo de Democrito, quien considerd que exis-
te un elemento fundamental en la formacion de los
objetos, llamado atomo. Por lo que la construccion
de los objetos se basa en la acumulacion de estos en
forma desordenada y si se requiere una vision ma-
croscopica, en capas uniformes.

Esta idea fue aplicada sistematicamente por Ar-
quimedes y esta presente en diversos escenarios para
la determinacion de los volumenes y las areas en for-
ma intuitiva, como lo manifiestan las investigaciones
sobre la integral. En la era contemporanea, también
esta presente en la cotidianidad del salon de clases
en donde se desarrolla el aprendizaje de la integral,
pues el profesor recurre a elementos conocidos como
las rebanadas, los rectangulos, los discos o cualquier
otro objeto que se ajusten a un area o volumen para
transmitir el concepto de la integral definida.

Se puede reconocer que cuando se usan los ele-
mentos geomeétricos por medio de la analogia, se
desarrolla un entendimiento muy significativo en
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la comprension de la integral, lo que permite una
transferencia casi inmediata de la idea, lo cual va en
beneficio de la didactica del concepto.

Otra consideracion es que la presencia de los
elementos representativos del concepto de integral
entran en juego cuando se plantea un problema, en
el que la capacidad de interpretacion y analisis se
realiza en forma inmediata por la existencia de com-
ponentes representativos, que se dan la forma visual
de la idea o el concepto de se estudia.

Siguiendo el desarrollo historico del concepto de
integral la aparicion de la idea de los indivisibles con
Cavalieri, vino a darle un nuevo impulso al proceso
de la construccion de integral, pues puso en discu-
sion la idea de realizar el analisis del proceso de in-
tegracion bajo la consideracion de una analogia de
elementos conocidos, con otros que se quieren co-
nocer bajo una perspectiva analogica de la realidad,
ademas preparo el terreno para la aparicion de los
infinitesimales como herramienta de construccion
matematica de la integral.

El transito hacia la idea de que un incremento o
parte de realidad “discretizada” sea visible u obser-
vable en el proceso de integracion, como lo es en
el proceso de la exhaustividad, a una idea llamada
infinitesimal, considerado como un elemento me-
ramente conceptual, genera cierta desconfianza en
la capacidad de comprension, como se sehala en
la historia y también didacticamente en el salon de
clase, pues ese proceso lleva implicita la idea de una
transformacion que no puede ser explicada en termi-
nos de una analogia real.

Sin embargo, el concepto de integral construida
de esta manera, tiene alglin significado para los estu-
diantes seglin se ha observado en diferentes estudios
realizados, Cordero (2005), Imaz C y Moreno(2010),
Reis(2001), que corresponden historicamente a las
ideas desarrollada por los contemporaneos de New-
ton y Leibniz, que obtenian resultados en forma al-
goritmica, sin poder explicar sus fundamentos.

El proceso de la representacion formal de la in-
tegral, se complica con la aparicion de los infinitesi-
males, puesto que en cierto sentido se pierde con-
tacto con la realidad y se empieza a trabajar con la
imaginacion y, de alguna manera se debe justificar
este proceso de construccion mental con elementos
racionales para poder extender su capacidad de ex-
plicacion de su construccion, para esto se utiliza la
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logica, con el fin para sustituir a la intuicion en el pro-
ceso de formalizacion del rigor matematico.

Asi la construccion del concepto paradigmatico
del limite alcanza una refinacion inigualable en el
uso de convencionalismos propios de la época po-
sitivista, que es la utilizacion del método cientifico
en construccion del “edificio cientifico”, usando la
logica y los métodos rigurosos de demostracion, que
avanzan en la justificacion formal pero que pierden
contacto con la interpretacion de la realidad.

En esta etapa historica, el siglo XIX, queda ya de-
finido en forma estricta el concepto de integral que
viene a generar diversos problemas de comprension
y entendimiento del significado de la integral misma
en los estudiantes y que siempre ha generado proble-
mas de tipo didactico.

Sin embargo la aparicion de las tecnologias abre
una veta de exploracion muy grande en el proceso
de repensar las estrategias didacticas que permitan la
construccion de aprendizajes mas significativos en
la construccion del paradigma de la formalizacion
de la integral.

Las tecnologias incrementan la capacidad de la
comprension de la realidad, pues en sus procesos de
representacion audiovisual, permiten usar la creativi-
dad de la imaginacion para reinterpretar la realidad
en forma poliédrica, con un control de proceso de
construccion simbolica, lo que permite una disec-
cion de la logica y la formalizacion en elementos sig-
nificativos para la comprension de ideas y conceptos
abstractos.

De esta manera la didactica del calculo tendra el
reto de construir significados que se adapten al de-
sarrollo historico, pero con la gran ventaja de con-
tar con el apoyo de los elementos tecnologicos que
le den significado y faciliten la comprension de las
ideas y conceptos de dificil construccion mental en
los estudiantes, y que ésta situacion evolucione de
forma radical y en beneficio del mejor entendimien-
to de una herramienta cientifica formidable como es
el calculo.
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